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Ce cours vise a donner une vision partielle de certainghadés formelles permettant de s’assurer de la correction d
systeme, d'un protocole représenté par un programme.

1 Unexemple de systme : le dner des philosophes

1.1 Contexte

Un certain nombre de philosophes, disdhsont assis a une table circulaire dans un restaurant shi@idessous figure une
image poulN = 5.
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I 'y a queN baguettes, une entre chaque philosophe. Pour manger wsgptile a besoin de deux baguettes : il doit prendre
une baguette, puis l'autre, il peut alors manger, puis iréta et repose ses baguettes. Chaque philosophe peu¢npdingjeurs
fois.

1.2 Modélisation

On modélise le probleme des philosophes généralenaeit programmes s’exécutant simultanément. Les ressouaregees
entre les programmes sont les baguettes. Les programntesosment modélisés par des threads (instances d’anésiit
L'algorithme d’un philosophe pourrait &étre par exemple :

Algorithme 1. Etape 1 - Prendre la baguette droite si possible, sinon alten
Etape 2 - Prendre la baguette gauche si possible, sinonditten
Etape 3 - Manger.
Etape 4 - Reposer les baguettes.
Etape 5 - Attendre un temps variable avant de repaadestape 1.

Ce programme a I'air relativement simple. Cependaltgrogrammes sont exécutés simultanément cela peut geridun
cas de blocage (deadlock en anglais) : chaque philosophd peebaguette droite et se retrouve alors bloqué darpé& a
jamais puisque aucune baguette gauche n’est alors didponib

Nous remarquons qu’un assemblage de programmes simplei&terelativement complexe, il y a en effet peut-étraittes
cas de blocages que nous n’avons pas vus.

1.3 Solution

Avant de voir si un programme comporte des blocages donoohsabord la solution au probleme des philosophes.
Une solution frequente consiste a numéroter les bagmidi 1 & et d'utiliser I'algorithme suivant :

Algorithme 2. Etape 1 - Prendre la baguette droite ou gauche avec le plusipdice, si elle est disponible.
Etape 2 - Prendre la baguette droite ou gauche avec le plusdjiadice, si elle est disponible.
Etape 3 - Manger.
Etape 4 - Reposer les baguettes
Etape 5 - Attendre un temps variable avant de repaadestape 1.

Cet algorithme est mathématiquement prouvé dans laosesti

2 Principe du model checking

2.1 Définition du model checking

L'idée du model checking est d’avoir un modeéle repréaentin programme ou un systeme. Tous les états possible de ¢
modele sont alors explorés pour vérifier une proprietédifficulté est de trouver les algorithmes et le formalisexprimant les
propriétés permettant de vérifier le plus efficacemessitbe un systeme donné.

2.2 Modelisation du syseme
On peut abstraire les programmes sous forme d’automatesaltemates possedent un état, ici par exemple les étapés
Puis il y a des transitions entre ces états. Les transifonsconstituées d'une garde (la condition qui permetedgesicher la
transition) et une liste d’actions. Ainsi I'algorithme 1t @sésenté ci-dessous :
¢

LEFT_STICK==0; LEFT_STICK=1
RIGHT_STICK==0; RIGHT_STICK=1

true; LEFT_STICK=0

@ true; RIGHT_STICK=0
true;
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La garde est séparée de la liste d’action par un point igrgii est & noter que I'on peut supprimer les actions endekiant
dans les états. Ainsi un état peut &tre représentéladasme d’'un triplet. Par exemple I'état initial sera 10Qyour dire que le
processus est dans I'étape 1 et que les varidii€d_STICK etRIGHT_STICK sont a zéro. La premiere transition sans actions
conduit alors a I'état 2;1;0. La figure ci-dessous mongetbmate équivalent ou les transitions ne portent plieslg condition

de garde.

1;0;0
LEFT_STICK==0
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2.3 Modklisation formelle
Un tel automate est nommeé structure de Kripke. On peutidégtte structure par I'énoncé suivant :

Définition 1. On suppose dortnun ensemble fini P de proptés élementaires. Soit un ensembleéedits Q, un ensemble
d’étiquettes E, un ensemble de transitionS Q x E x Q, unétat gy de Q nomra état initial, et | I'application quia toutétat de
Q associe I'ensemble fini des propiisélementaires &rifiees dans ceétat. On nomme alors structure de Kripke le quintuplet

(Q’ E7T5 qu | )'
Ainsi pour modéliser 'automate précédent on peut prend

e on se donne une propriété nomm@&ET_STICK et une autre nommé&dGHT_STICK. Elles seront vraies quand la baguette
droite ou gauche est utilisée, aifs= {LEFT_STICK,RIGHT_STICK}.

e prenonsQ = {do, 1, Gz, 03, G4}
e prenonsE = {el,e2,e3} avecel = true, €2 = ~LEFT_STICK, €3 = -RIGHT_STICK.
e I'ensembleT est défini par (qo,€2,q1), (01,€3,q2), (02,€1,03), (03,€1,04), (da,€1, o).
o I'applicationl est définie part(qo) ={},1(01) = {LEFT_STICK}, I(q2) = {LEFT_STICK,RIGHT_STICK},|(q3) = {RIGHT_STICK},
1(qa) = {},
2.4 Produit d’automates

Nous allons maintenant décrire le procédé modélisexétution concurrente de processus :

Automate A Automate B Produit des automates A et B
el ay o o
(102 ) e 2oz ) P (aan2
e3 e2 Te3
d2y a2y d2y
»[az;be,jiz-»[ a3:p3)
—] —Je3
d3 d3 d3
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On considere deux automates A et B. Le systeme composéx@elition parallele de A et B possede des états de faday; b;.
Les transitions possibles résultent soit d’'une exéau® A soit d’'une exécution de B.
On voit ainsi que I'on peut définir formellement le produit deux structure de Kripke :

Définition 2. Etant dont@ deux structures de Kripk&, E, T,qo,1) et(Q,E', T",q,1”), on cefinit leur produit par(Q x Q,EU
EI,T”) (qoquj)a lH) ou :

e T” est cefinit par: ((01,q;).€ (02,05)) € T” si et seulement §i1,e,qp) € T et =, ou(gj,e,q5) € T' et qp = 0.
o |” est cefinit par I'(q1,0;) = (1) Ul (gp).
On en déduit alors la propriété évidente ci-dessous :
Propriété 1. Le produit de deux structures de Kripke est une structure rijeki.
Ce résultat est important. 1l nous dit que fondamentalémemprogramme (une structure de Kripke) est de la mémeamatur

gu’un programme multi threadé (un produit de structureKrijeke).

2.5 Application avec deux philosophes

On peut ainsi faire le produit des automates de la sectionchiportant des étiquettes comme illustré ci-dessous :

el e2 e3 ed

A S 4 4 4
ell

/e 6 / $20 K / 4'22

e5 > .

23

el7 el2 e24
e27 e28 e29
A 8
els el3 e25

’ L L
\ fZl eld
els

Le contenu des étiquettes n'est pas explicité. |l s’agit &tiquette correspondant a I'automate qui s’exécuati@si par exemple
I'étiquetteel correspondant a I'exécution du philosophe numéro 8IseFT_STICK[0]==0; LEFT _STICK[0]=1 . Enre-
vanche 'étiquettel6 correspondanta l'exécution du philosophe numéredldeFT_STICK[1]==0; LEFT _STICK[1]=1

On remarque qu’aucune transition ne sort de I'état 2;2. SNawrions cependant du rajouter entre autre la transitime-co
spondant a I'exécution du philosophe 0 avec I'étiquBt&HT_STICK[0]==0; RIGHT _STICK[0]=1 . Or juste avant on
a effectué I'action .LEFT_STICK[1]=1 , or RIGHT_STICK[0] etLEFT_STICK][1] e&tant similaires la garde sera toujours
fausse. Il n'y a donc pas de transitions sortant de I'état Zet état est bloquant, le terme anglais consacré egltaida

Ainsi on constate que certains états du systeme prodzlix(en bleu clair) ne sont jamais atteints : il s’agit d'étall les
deux philosophes auraient en méme temps la méme baguette.

3 Mise en oeuvre avec Spin

Dans cette section nous présenterons l'usage du modeéteh®pin [Spi] [Hol97], sur le probléme des philosophes.
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3.1 Modelisationa I'aide de Promela

Nous donnons ici la description du systeme dans le langegyad?®a, qui est le formalisme de description des systenilses
dans Spin.

Tout d'abord dans le modele checking nous allons fixer uteuvgourN le nombre de philosophes. De maniere similaire
aux langages C et C++ la constahtest définie par :

#define N 11

Nous définissons les baguettes par un tableau de kadlgi va contenir des octets (byte en anglais) donnant lttda baguette
(occupée ou libre).

byte stick[N];

Ainsi stick[0] vaut 1 si la baguette numérotée 0 est utiliséestiek[0] vaut zéro si la baguette ne I'est pas. Ainsi pour
chaque philosophe on peut définir sa baguette droite etgeelia gauche par :

#define LEFT_STICK stick[_pid-1]
#define RIGHT_STICK stick[_pid%N]

Chague philosophe va étre modélisé par une instancéci#ion exécutant I'algorithme 1. Une instance d’exi@cuest nommée
proctype en Promela. Voici le code :

proctype Philo () {
/* algorithme avec un dead lock */
do
o d_step { LEFT_STICK == 0 -> LEFT_STICK=1 }
if
o d_step { RIGHT_STICK == 0 -> RIGHT_STICK=1};
LEFT_STICK=0;
RIGHT_STICK=0;
fi;
od;
}

Trois types de construction sont utilisés dans I'exempliessus :

1. boucles do : il s’agit d’une construction de la forme :

do
;. conditionl -> ..... ;
;. condition2 -> ..... ;
;> condition3 -> ..... ;
od;

C’est une boucle infinie. Si I'une des instruction apres est vraie alors la branche est exécutée. Une fois la beanch
exécutée on revient sur la boucle do, qui recommencenéinfisauf si une instruction break est rencontrée dans une
branche. Le point important qui differe des langages dgnammation impératifs habituels est le non déterminisme
si deux conditions sont simultanément vraies alors I'und’autre peut étre empruntée. La figure ci-dessous ikust
l'automate correspondanta do :

- ]

conditionl {//?;:i;;g;\}
Q

ondition3
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2. testif : il s’agit d'une construction de la forme :

if

;. conditionl -> ... ;
;. condition2 -> ..... ;
;> condition3 -> ..... ;
if;
instruction_suivante;

le fonctionnement est similaire a celui des boucles do galapres I'exécution d'une branche c’est I'instruct®uivante
qui est exécutée.

3. linstructiond_step (deterministic step) : elle permet de regrouper plusiensgctions en une seule. Simplement la
suite d'instruction doit étre déterministe étant demecondition initiale. Ainsi la sequence :

d_step { conditionl -> instructionl; instruction2; ... }
permetsi la condition a I'entrée dlistep conditionl est vraie d’exécuter la suite d’instructions. La figurelessous

montre que pour une séquence d’instructions linéairglaber dans une déclaratidnstep est équivalent a faire une
seule transition. La seule condition étant bien entenduageondition initiale suffise a déclencher les instrrtsi 1 et 2.

instructionl
conditionl instruction2
O—0O0—=0—0O
ql 02 a3 a4
O—O
Il nous faut en plus définir un processus initial qui va larleseN autres:
init {
atomic {
int i=0;
do
i < N-1 -> run Philo(); i=i+1
;i == N-1 -> run Philo(); break
od;
}
[* attendre sans fin */
do
o0
od;
}

3.2 Solution correcte

Voici la solution correcte ou c’est la baguette de plustpedtlice qui est prise en premier. On remarquera I'usageelamiable
nomméepid (pour process identifier) qui donne le numéro corresporaéimstance d’exécution courante.

proctype Philo () {

/**

* Solution correcte o U la baguette de plus petite priorit e est prise
* en premier.

*

do

o d_step { _pid!'=N && stick[_pid-1] == 0 ->  stick[_pid-1]=1 h

if
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;o d_step { stick[ pid] == 0 -> stick[_pid]=1};
stick[_pid-1]=0;
stick[_pid]=0;
fi;
o d_step { pid==N && stick[0] == 0 ->  stick[0]=1 };
if
o d_step { stick[N-1] == 0 -> stick[N-1]=1};
stick[N-1]=0;
stick[0]=0;
fi;
od;
}

4 Expression de propretées

Maintenant que nous avons réalisé une modélisationstésye a I'aide de Promela, il faut vérifier qu’elle copesd bien a nos
attentes. Nous devons pour cela vérifier certaines ptgzicomme par exemple : si un philosophe est en train deenatays
a un moment dans le futur il va poser ses baguettes.

4.1 Expression des propretés

[l faut tout d’abord un langage permettant d’exprimer leggpietés que I'on souhaite vérifier, et pour lequel nospasons d’'un
algorithme efficace.

Nous allons décrire le formalisme de la logique tempotaikaire (LTL). Nous allons raisonner sur les chemins d@axion.
Un chemin d’exécution est une suite d’'états d'une stmectle Kripke représentant une exécution véritable. Enivwme
définition formelle :

Définition 3. On appelle chemin d’'&cutiono pour une structure de Kripk€Q,E,T,qo,l) une suite potentiellement infinie
(0(0),0(2),...) d’états dans Q telle que :

e 0(0) =0,
e pourtoutie Nil existe ec E tel que(o(i),e,a(i+ 1)) € T, eta(i) satisfait e, c'esk dire ec (a(i)).

Sio(i) vérifie la propriétd on noteo,i = P, c’est a direP € 1(a(i)).
On va alors définir les opératetsF, U et G pour exprimer les aspects temporels:

e on définitX (état suivant) pao,i = XP, si et seulement &,i+ 1= P

o on définitU (until) para,i = PUQ, si et seulement si il existeplus grand ou égaliael que pour touk dangi, j[ o,k = P

eto,j £ Q

On peut alors définir deux autres opérateurs a partiy funtil) :

e on définitF (un moment dans le futur) par,i = FP, si et seulement si il existgplus grand ou égal &tel quea, j = P.
0,i = FP est en fait équivalent &, 0 |= trueUP.

e on définitG (toujours) paro,i = GP, si et seulement si pour toyitplus grand ou égal Bon ao, j = P. o,i =GP est en
fait équivalent &o,i = —(F—-P) = —(trueU—-P).

On peut composer les opérateurs. Ainsi pour exprimer quéaxécutioro vérifie une infinité de fois une propriéffeon peut
écrire :
0,0 = GFP
4.2 Automates de Bichi

Un résultat important qui justifie 'usage de la logiqueg&@ente est présenté dans cette section : les fornmiladagique LTL
peuvent se coder sous forme d’automates de Biichi.

Définition 4. Un automate de Bchi est un couplé€K,F) ol K est une structure de Kripke, et F un ensembéats, ditsetats
terminaux de K. Une @&cution d’un automate deiBhi est valide si elle passe par une infinitéléements de F.
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Ainsi la figure ci-dessous représente I'automate de Bipohir PUQ. L'état initial posséde une fleche entrante, et I'état
terminal posséde un double cercle.

true

Voici 'automate représentai(PUQ):

Voici 'automate représenta(F(p1lUp2)UG(qlUg2)):

Voici une propriété qui n’est pas démontrée dans cescour

Propriéte 2. Toute formule LTL pelgtre repesenée par un automate delighi.

4.3 Model Checking LTL

Nous décrivons ici, sans le détailler comment vérifieuqe structure de Kripke vérifie une formule LTL.
Imaginons maintenant que nous faisions le produit d'unraate de Biichi et de notre systeme. Si nous trouvons un état
acceptant pour le produit c’est que I'on a trouvé une etiéoulu systeme d’origine dans laque&)Q est vraie.
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En pratique les model checkers vérifient plutdt qu’il n'pas d’exécution possible, c’est a dire pas de cheminaptese
infinité de fois par les états acceptants. Ainsi si on véuifier que le systeme satisf&tJQ, on prend le 'automate de Bichi
pour—(PUQ), on en fait produit synchronisé et on vérifie qu’aucun cimene passe une infinité de fois par les états acceptants.

Un programme générant 'automate de Biichi d’une forrhlileest fourni avec Spin. Une version plus performante [GD01
est réalisée par le programme LTL2BA a I'url suivante :

http://www.liafa.jussieu.fr/"oddoux/

Le model checking LTL comme décrit precédemment estsd@mtiellement a Lichtenstein, Pnueli, Vardi et Wolpe\86].

4.4 \erification du modele

Voici une application de la section précédente.

Il faut tout d’abord vérifier que le modeéle que nous avoiitsciarrespond bien a la réalité.

Par exemple quand un philosophe mange il doit tenir sa begetite et sa baguette gauche. C'est a dire la formul@stev
doit &tre vraie :;py = pz2 OU :

#define pl (philoState[1]==2)
#define p2 (len(stick[1])==1 && len(stick[2])==1)

Pour vérifier la formule il suffit de taper en ligne de commandpin -f "! [] (p1 -> p2)" . Cela va retourner un
automate qui représente la propriété. |l suffit alors af@er coller cette formule dans notre description du systé

#define pl (philoState[1]==2)
#define p2 (len(stick[1])==1 && len(stick[2])==1)

never {
TO_init:
if
2 (! ((p2)) && (pl)) -> goto accept_all
o (1) -> goto TO _init
fi;
accept_all:
skip
}

Les états acceptants de I'automate de Biichi sont ceudelanim commence paccept_ . Nous pouvons alors lancer spin en
invoquant la ligne de commande :

spin -a phi.spi
gcc -O2 -0 pan pan.c
pan -a

Dans la sortie hous remarquons la ligne :
State-vector 60 byte, depth reached 185, errors: 0

Cela signifie que le modéle a été vérifiee et que la pedpest vraie.

4.5 Que faire quand une erreur se produit

Dans cette section nous vérifions le modele avec le blodageffit de taper les commandes suivantes pour vérifieréagnce
de blocages:

spin -a phi.spi
gcc -O2 -0 pan pan.c
pan

Dans la sortie on trouve alors :

State-vector 52 byte, depth reached 48, errors: 1
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Il'y a une erreur. Un fichigphi.spi.trail a été généré. On peut alors rejouer I'exécution dtesye qui conduit a I'erreur.
spin -v -t phi.spi

Ceci permet de comprendre sur un exemple concret la raisblodage. On peut rechercher la profondeur minimum déblzmic
I'erreur. 1l faut pour cela lancegpan avec I'option-m200, pour se limiter a 200 pas de profondeur. Ici on remarquelgue
profondeur minimum est de 102 pas pour avoir I'erreur.

Ici c'est relativement facile, le résultat de I'exécutidu systeme est :

99: proc 5 (Philo) line 23 "phi.spi" (state 3) [((fork[(_pid -1)]==0))]
99: proc 5 (Philo) line 23 "phi.spi" (state 2) [fork[(_pid-1 )] = 1]
100: proc 1 (Philo) line 23 "phi.spi" (state 3) [((fork[(_pi d-1)]==0))]
100: proc 1 (Philo) line 23 "phi.spi" (state 2) [fork[(_pid- 1] = 1]

spin: trail ends after 100 steps

#processes: 12
fork[O]
fork[1]
fork[2]
fork[3]
fork[4]
fork[5]
fork[6]
fork[7]
fork[8]
fork[9]
fork[10] = 1

100: proc 11 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)

100: proc 10 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)

PRRPRRPRPRRRRLRRR

100: proc 9 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 8 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 7 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 6 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 5 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 4 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 3 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 2 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 1 (Philo) line 24 "phi.spi" (state 11)
100: proc 0 (init:) line 68 "phi.spi" (state 12)

12 processes created

On remarque que tous les philosophes on pris une baguetpgod@ssus ont été créés (11 pour les philosophes etrllgoou
processus init). Les philosophes sont tous dans I'étad 14 ligne 24 du fichier phi.spi).
Ce fichier est télechargeable a I'tnttp://www.derepas.com/epita/mc

4.6 Resultats

\oici le nombre d’états du systeme généré pour diffiées valeurs d :

N | temps (sec. nb. états

5 0.5 1204

10 3 1.7118e+06
11 16 6.82331e+06

Pour des valeurs d¥ plus grandes il faut plus de mémoire. Ici 1Gb de mémoiraiélisé.
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5 Preuve de l'algorithme 2

5.1 Preuve mattematique

Dans cette section nous donnons une preuve de correcticalgtarithme 2 décrit dans la section 1.3.
Propriétée 3. Pour unétat du sysime de I'algorithme 2 si il y a une baguette sur la table alasatat n’est pas un deadlock.

Proof. Soitsun état du systeme de l'algorithme 2. Sditndex d’'une baguette sur la table dans I'&aSoit p;1 et p2 les deux
voisins partagent la baguefteNotonsj I'index de la baguette dp;, etk I'index de I'autre baguette dp,. De part la symétrie
nous supposong< k. Si un philosophe est dans I'étape 3, 4 ou 5 alors une transiers un autre état est possibleset'est
donc pas un état bloquant. Ainsi nous supposons que topsilesophes sont dans les états 1 ou 2 :

Il'y a trois possibilités pour les valeurs dg etk:

e i < j <k, p1etpzne peuvent étre dans I'etape 2 puisq@st sur la table, lls sont alors dans I'étape 1, ainsi chaeun
prendre la baguetie et doncs n’est pas un état bloquant.

e j <i <k pne peutpas étre dans I'étape 2 cast sur la table, il est donc dans I'étape 1, il peut aloragrela baguette
i, et doncsn’est pas un état bloquant.

e j <k<isipioupzsontdans I'étape 2 alors il peut prendre la baguetdtealorss n’est pas bloquant. Si; et p2 sont
dans I'etape 1 alors :

— Siily a une baguette libre autre quelors on est ramené a I'un des cas précédentol < k ou bienj < i <k, ce
qui veut dire ques n’est pas bloquant.

— Siiln'y a pas de baguette libre autre qualors puisqu’aucun philosophe n’est dans I'état 3, 4 ologsal y aN — 1
baguette pouN — 2 philosophe, ainsi un philosophe a deux baguettes, ce tjimpsssible (personne dans I'état 3,
4 0u5).

O
Propriété 4. Il n'y a pas de blocage dans I'algorithme 2.

Proof. Soitsun état du systéme dans I'algorithme 2. Siil y a une bagueett la table alors d’apres la propriétés®,est pas un
état bloquant.

Supposons maintenant qu'il n'y a pas de baguette sur la tiie I'états. Si un philosophe est dans I'état 3, 4 ou 5 alors une
transition vers un autre état est possibles@est pas bloquant. Supposons maintenant que tous lespphes soient dans I'état
1 ou 2. Puisqu'il y a\ baguettes pouX philosophe, et qu’aucun philosophe ne possede deux haguators chaque philosophe
a exactement une baguette. Notgnde philosophe qui tient la baguette PuisqueN est la baguette de plus haute prionie
devrait posséder une autre baguette de priorité moiriZiel est impossible puisque n’'a qu’une baguette. Cette situation est
impossible.

Dans chaque état possild@’est pas bloquant. O

5.2 \Vers une autre approche

Une approche alternative au model checking qui se restiaimtN donné pourrait &tre d’effectuer sous forme informatitgue
preuve mathématique écrite preceédemment. On sersit @iaiment sir que pour todd I'algorithme est bon. |l n’existe pas
a I'heure actuelle d’algorithme permettant de génémtomatiquement une preuve comme celle ci-dessus. |l faut dout
d’abord rédiger une preuve manuelle, qui exige de compedittement les propriétés a vérifier et pourquoi ellesolet, puis de
donner cette preuve a un logiciel pouvant vérifier la pesuv

De tels outils sont appelés assistants de preuve, pus@&imettent simplement de vérifier la correction d’'uneupe et
non de trouver la preuve. On trouve par exemple [Coq] ou [Pvs]

5.3 Exemple en C++

Voici un exemple de tel mécanisme permettant de prouvelemembre 13 est premier. Ce programme a été écrit par Dan
Piponi (ttp://www.sigfpe.com ).

Ici les entiers ne seront pas représentés directemestfsoue de bits mais uniquement par les relations logiqus $atele-
ments mathématiques qui les définissent. En mathéngdgLentiers sont définis comme suit : on dispose d’un nomirené
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O (la lettre “0” en majuscule) qui représente le nombre z&ao définit I'opérationS qui a un entier naturel associe son suc-
cesseur, c'est a dire sa valeur incrémentée de 1. Cesaffuxations constituent les axiomes de Péano et défimisse entiers
naturels.

Définissons les entiers naturels dans un type noiviaige :

template<class V> struct Value { typedef V value; };

On peut alors définir zéro comme étant un type particdléivant devValue :
struct zero : public Value<zero> { };
On définit alors I'opérateur Successeur comme le typeastiiv

template<class C> struct S
. public Value<S<C> > { typedef C predecessor; };

Il s’agit d'un template, c’est a dire que pour un type dopaéexempleero , on peut créer le nouveau type #£kzero> . On
peut donc créer des types spécifiques pour les nombras{usq :

typedef S<zero> one;
typedef S<one> two;
typedef S<two> three;
typedef S<three> four;
typedef S<four> five;
typedef S<five> six;
typedef S<six> seven;
typedef S<seven> eight;
typedef S<eight> nine;
typedef S<nine> ten;

Comment des lors définir 'addition entre deux nombresfaut faire un template qui prend deux types et en renvoieype t
résultant devra représenter le résultat et &tre phikefa calculer :

template<class C,class D> struct plus
. public S<plus<C,typename D::predecessor> > { };

Il nous faut rajouter un axiome de base qui spécifiezpre est I'elément neutre pour I'addition :
template<class C> struct plus<C,zero> : public C { };
De méme on peut définir le moins :

template<class C,class D> struct minus

. public minus<C,typename D::predecessor>::predecessor {}
template<class C> struct minus<C,zero>

: public C { };

la multiplication :

template<class C,class D> struct times
. public plus<C,typename times<C,typename D::predecesso r>::value> { };

template<class C> struct times<C,zero>
. public zero { };

Nous allons maintenant définir I'ordre sur les entiers d\agérateurge (greater or equal) :

template<class C,class D> struct ge
. public ge<typename C::predecessor,typename D::predece ssor> { };

template<class C> struct ge<C,zero>
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. public one { };

template<class C> struct ge<zero,C>
. public zero { };

template<> struct ge<zero,zero>
. public one { };
Rajoutons alors un test de divisibilité :
template<class C,class D,class E = S<S<zero> > > struct Divi
template<class C,class D> struct Divisible<C,D,S<S<zero
. public Divisible<C,D,typename ge<C,D>:value> { };
SiC < D alorsD diviseC si et seulement € est zero :
template<class C,class D> struct Divisible<C,D,zero>
. public zero { };
template<class C> struct Divisible<zero,C,zero>
. public one { };
SiC > D alorsD diviseC si et seulement 9 diviseC — D

template<class C,class D> struct Divisible<C,D,S<zero> >
. public Divisible<typename minus<C,D>::value,D> { };

On définit alors le test de primalité comme suit :

template<class C,class D> struct Prime<C,D,zero,zero,ze

. public Prime<C,D,one,zero,typename ge<D,C>:value> { }
/I Test la division par D. Essayer avec le successeur en cas d’

template<class C,class D> struct Prime<C,D,one,zero,zer

. public Prime<C,S<D>,zero,typename Divisible<C,D>::va

/I Un facteur a ete trouv e !
template<class C,class D> struct Prime<C,D,zero,one,zer
. public zero { };

/I Aucun facteur n’'a ete trouv e !
template<class C,class D> struct Prime<C,D,one,zero,one
. public one { };

On définit alors un axiome permettant d'utiliser I'eécréuwdécimale :

template<class C,class D> struct Decimal
. public plus<typename times<ten,C>::value,D> { };

Il ne reste plus qu’a écrire deux fonctions d’affichage :

template<> char *output(zero) { return "No"; }
template<> char *output(one) { return "Yes"; }

Et pour prouver que 13 est premier il nous suffit d’écrire :

main() {
puts(output(Prime<Decimal<one,three>::value>::value
}

6 Exercices

Exercice 1

Représenter un automate de Buchi correspondant a lafeddiL —(PUQ).

sible { };

> > >
ro>

echec.
o>

lue,zero> { };
0>
>
0);
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Exercice 2

On se donne la structure de KripKeci-dessous :

qo ql g2
true true
W
true true
true g true
g3

On se donne deux propriéteset Q. On suppos® vraie seulement dans les étggset g1 et Q vraie seulement darp.
Prouvez en utilisant 'automate de I'exercice précédgrmtles exécutions de€ ne vérifient pa®UQ.
Caractérisez les deux types d’exécutions vioRIE).
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